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Постановка проблемы
При динамических исследованиях кранов (постро-
ение динамических моделей) иногда возникает задача 
определения жесткости подшипников для учета их 
влияния на общую картину динамических процес-
сов. Например, определение динамических нагрузок 
при передвижении кранов по рельсовому пути [1]. 
В большинстве динамических исследований кранов 
жесткость подшипников не рассматривается, так как 
она значительно больше жесткости других элементов 
динамической системы крана при подъеме и опуска-
нии груза, кроме того, подшипники выполняют об-
служивающую функцию (поддержка осей и валов) и 
их жесткость не влияет на динамические системы ме-
ханизмов подъема, передвижения крана и т.д. Однако, 
существуют и другие задачи, в которых не учитывать 
жесткость подшипников невозможно.
Анализ существующих решений
Вопросом определения жесткости и податливости 
различных подшипников качения занимались многие 
ученые Лобов Н.А., Бейзельман Р.Д., Цыпкин Б.В., 
Перель Л.Я. и др. Но эти труды в основном рассматри-
вают определение смещения оси вращения подшип-
ников и уточнение ее геометрического положения под 
нагрузкой. В станочном оборудовании, где жесткость 
подшипников существенным образом влияет на точ-
ность обработки деталей, эта тема особенно развита. 
В справочной же литературе в основном рассматри-
вается податливость подшипников качения, расчет 
которой был опубликован фирмой SKF [2], где для 
радиальных роликовых подшипников радиальная по-
датливость определяется по формуле:
δ αr
Q
l
= ⋅
−1 2 10 3 34.
cos , (1)
где α  - угол контакта в подшипниках качения;
Q  - радиальная нагрузка, воспринимаемая наиболее на-
груженным телом качения;
l  - длина ролика в подшипнике качения.
Радиальную нагрузку определяют по формуле [3]:
Q
F
i z
r=
⋅
5
cosα , (2)
где Fr  - радиальная нагрузка;
i  - число рядов;
z  - число тел качения в одном ряду.
Так же рассматривается податливость с учетом ра-
диального и осевого зазоров [3].
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Однако данные расчеты не позволяют провести 
оценку жесткости подшипников с учетом их геоме-
трии, свойств металла и нагрузки.
Цели исследования
Как уже было сказано выше, для решения неко-
торых задач, которые связаны с динамикой работы 
металлоконструкций кранов, необходимо учитывать 
механические свойства всех элементов конструкций, 
которые могут существенным образом повлиять на 
динамическую картину. При рассмотрении движения 
крана по рельсовому пути особенно важно учесть 
жесткость подшипников букс крановых колес, так как 
по своим значениям она близка к жесткости металло-
конструкций.
Так же при прохождении краном стыков рельсово-
го пути жесткость подшипников букс крановых колес 
может оказать существенное влияние на динамиче-
скую картину всего крана.
Необходимо разработать универсальную схему 
расчета, которая позволила для любых шариковых 
сферических подшипников, по геометрическим 
параметрам тел качения определят их определять 
жесткость.
Основной материал исследования
Для решения поставленной задачи необходимо в 
начале определить основные подходы к понятию жест-
кости подшипников. Предлагается подойти к жестко-
сти подшипников как к жесткости пружины, которая 
определяется по следующему закону:
F c= ⋅δ , (3)
где k  - жесткость подшипника
δ  - радиальное смещение внутреннего вала подшипника 
(рис 1)
Рисунок 1. Распределение сил между телами качения в 
роликовом подшипнике. от радиальной силы
Исходя из (3) необходимо найти жесткость под-
шипников исходя из свойств металла и геометриче-
ской формы колец и тел качения подшипников. 
Каждое из тел качения, которое воспринимает на-
грузку, имеет два пятна контакта и воспринимает 
деформацию от внутреннего кольца, передавая его на 
наружное кольцо.
Общее выражение для вычисления величины упру-
гого сближения кольца и тела качения имеет вид [5]
δ π
ϑ ϑ= ⋅ ⋅ +3
8
1 2P
a
J
, (4)
где P  - нагрузка на одно тело качения,
a  - наибольшая полуось эллипса контакта. ϑ1  и ϑ2  - ко-
эффициента эластичности которые соответственно рав-
ны ϑ µ1 1
2
1
4 1= −( )
E
 и ϑ µ2 2
2
2
4 1= −( )
E
.
В основном все подшипники качения изготавлива-
ются из легированной стали ШХ 15 и все их элементы 
имеют одинаковую твердость. Учитывая, что для ста-
ли модуль Юнга - E = ⋅2 15 105.  МПа, а коэффициент 
Пуассона - µ = 0 3. . Тогда формулу (4) можно записать 
в следующем виде;
δ µπ=
− = ⋅ −3 1 4 042 10
2
6P
a E
J
P
a
J. . (5)
Жесткость при сближении кольца и тела качения 
подшипника можно определить с учетом (1)
c
P a
J
= = ⋅
δ
4 042 106. , (6)
для общего случая контакта тел качения
a J
Pk
R R R R
= •
+ + +


1
4
3 1 1 1 1
211 12 21 22
23 sin
τ
Учитывая преобразования, приведенные Пинеги-
ным [4], получаем следующую расчетную формулу 
для определения площадки контакта
где J
dz
K
z
K
z
1
1 1
2
2
3
2
0
=
+

 +( )
∞∫  эллиптический интеграл.
В сферических подшипниках контакт ролика с внеш-
ним кольцом можно рассмотреть как контакт сферы с 
бочкообразным роликам, один из радиусов которого 
совпадает с радиусом сферы, то есть R
Dp
1 2
=  ( Dp  - диа-
метр ролика) - радиус ролика в плоскости перпенди-
кулярной оси качения, а R R R R12 21 22 2= = =  - радиусы 
наружного сферического кольца и ролика в плоскости 
a J
Pk
R R R R
R R R R
R
= •
+ + +

 −
− + − +
1
4
3
1 1 1 1
1
1 1 1 1
1
11 12 21 22
11 12 21 22
11 12 21 22
3
1 1 1
2
7
+ + +






R R R
( )
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проходящей через ось вращения ролика. Для таких 
радиусов кривизны пятно контакта будет иметь фор-
му прямоугольника. Тогда проведя преобразования, с 
учетом кривизны вступающих в контакт поверхностей 
и решения эллиптического интеграла J1 0 785= .  мы 
получим.
a Pk
R R
Pk
D Dp сф
= •
−




⋅
= •
−






0 785
4
3 1 1
1 5
0 755
2 2
1 2
3 3
.
.
.
. (8)
где Dp  - диаметр шара,
Dсф  - диаметр сферы подшипника.
Учитывая (6) и (8), а также что при вышеприве-
денных геометрических параметрах J =1 571. , опре-
деляем жесткость при сжатии наружного кольца и 
роликом подшипника можно записать в следующем 
виде;
c Pk
D Dр сф
1
6
3
1 943 10
2 2
= ⋅
−






.
 (9)
Для определения жесткости между 
роликом и внутренним кольцом вос-
пользуемся тем же алгоритмом, учи-
тывая, что для определения площадки 
контакта между роликом и внутрен-
ним кольцом мы воспользуемся пред-
ложенным ранее решением [5],
a J Pk
D D
D D
D D
p сф
p сф
p сф
= •
+





 −
+
− +















1
4
3
2 2
1
2 2
2 2
2









3
. (10)
Учитывая основные геометрические параметры 
внутреннего кольца подшипника и ролика, можем за-
писать (10) в следующем виде
a Pk
D D
D D
D D
p сф
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p сф
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
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 (11)
Тогда с учетом (6) и (11), а так же решения эллипти-
ческих интегралов J =1 571.  и J1 0 785= .  мы получаем 
жесткость при контакте внутреннего кольца и ролика
c Pk
D D
D D
D D
p сф
p сф
p сф
2
62 223 10
2 2
1
2 2
2 2
2
= ⋅
+





 −
+
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









.














3
 (12)
Общая жесткость при взаимодействии колец и ро-
лика в подшипнике состоит из двух жесткостей k1  и 
k2  взаимодействующих последовательно. Согласно 
[6] при последовательном взаимодействии жесткостей 
их общую составляющую можно найти через податли-
вость следующим образом,
e e e1 2 1 2, = + , (13)
где e c=1  - величина обратная жесткости.
Следовательно, податливость будет равна;
Так как внутреннее кольцо обычно с натягом са-
диться на вал, а наружное устанавливается в буксу то 
их можно принять абсолютно жесткими и ограничить-
ся учетом только контактной жесткости. Однако при 
расчете необходимо учесть также жесткость самого 
тела качения, то есть ролика. Сжатие ролика можно 
рассмотреть как сжатие полуцилиндра умноженное 
на 2 для того, чтобы упростить расчет и избежать ра-
боты с мнимыми числами. Тогда сжатие ролика можно 
представить в виде суммы отдельных тел с изменяемой 
площадью,
∆l Pk
E
l l
D
l L
i i
p
i
i
n
= +
− ⋅
+
=
∑2
4
1
2
21 , (15)
где L  - длина ролика.
В данном случае сумма легко заменяется интегри-
рованием, тогда,
∆l Pk
E
L
D
l
dl
Pk
E L
p
Dp
= ⋅
⋅ ⋅ 

 −
= ⋅⋅ ⋅∫2 1
2
2
22
2
0
2 π
 (16)
e Pk
D D
Pk
D D
p cф
p cф
1 2
6
3
671 943 10
2 2
2 223 10
2 2
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−

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


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+

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

−
−

 −
+
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























− 1
2 2
2 2
2
14
3
D D
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p cф
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Подставляя в (16) (3) и проведя соответствующие 
преобразования получаем, что податливость ролика 
изготовленного из стали и сжимаемого силой Pk  будет 
равна
e
Lsh
= ⋅ −7 306 10 16.  (17)
Податливость всей группы (наружное кольцо, ро-
лик, внутреннее кольцо) можно определить как сумму 
податливостей при контакте ролика с кольцами под-
шипника и податливости самого ролика. Тогда сум-
марная податливость будет равна
e Pk
D D
L
p cф
1 2
6
3
6
67
1 943 10
2 2
7 306 10
1
2 223 10
, . .
.
= ⋅
−






+ ⋅ +
+ ⋅
−
−
−
Pk
D D
D D
D D
p cф
p cф
p cф2 2 1
2 2
2 2
2
+





 −
+
− +
























−3
 (18)
Нагрузка Pki определяется, согласно [5], по фор-
муле
Pk Pk ii = ⋅ ( )⋅2 0 3cos cosγ α , (19)
а Pk0  находим из следующего выражения
Pk
P
i
r
i
n0
3
0
2 1
1 2
=
( ) + ⋅( )

=
−∑cos cos/α γ  (20)
В радиальном подшипнике, в восприятии ради-
альной нагрузки участвуют только те ролики, кото-
рые расположены на дуге не превышающей 1800. Сле-
довательно, необходимо учесть жесткость всех тел 
качения, которые воспринимают нагрузку. Как видно 
из (18) жесткость зависит от воспринимаемой на-
грузки. Жесткость всего подшипника можно рассчи-
тать как сумму всех жесткостей от взаимодействия 
внутреннего и внешнего кольца с телами, которые 
вступают во взаимодействие. Для упрощения расчета 
допустим, что при работе нагруженного подшипника 
жесткость его не изменяется в зависимости от гео-
метрического положения тел качения относитель-
но линии действия силы. Также необходимо учесть 
только радиальную составляющую жесткости. Тогда 
суммарная жесткость подшипников будет равна
c c c ii
n
= ⋅ ( )+ ( )⋅ ⋅ ⋅( )−∑0
1
2 1
cos cos cos
/
α α γ , (21)
где c
e
= 1  - жесткости тел качения;
α  - угол между телами качения в плоскости, проходящей 
через ось вращения подшипника;
γ  - угол между телами качения, который можно найти из 
следующего выражения.
γ π= 2
z
 (22)
где z – количество тел качения в подшипнике.
Выводы
Нами получена четкая схема расчета, позволяющая 
оценить жесткость радиальных роликовых подшипни-
ков качения. Последовательность расчета рекоменду-
ется проводить следующим образом:
1. по формуле (20) оценить нагрузку, которая при-
ходиться на самое нагруженное тело качения;
2. по формуле (19) найти нагрузку, которая прихо-
диться на каждое из тел качения, которые восприни-
мают радиальную нагрузку;
3. по формуле (18) рассчитать податливость каждо-
го из тел качения и перевести податливости всех тел 
качения в жесткости.
4. по формуле (21) рассчитать общую жесткость 
всего подшипника.
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